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ORGANIZACE KURZU

@ Prednaskajednou tyden
@ Podminka pro ziskani zapoctu:
@ Vypracovani tff malych domécich dloh a

vvvvvv

@ Odevzdaniv terminu (v prdbéhu semestru)

@ Kurz vytvoren podle knihy:
A. R. Bradley, Z. Manna: The Calculus of Computation

@ A podle Dafny tutorialt Rustana Leina
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SYLABUS

Stru¢ny prehled vyrokové logiky a predikatovych logik prvniho radu
SloZitost a rozhodnutelnost fragment(

Princip indukce a jeji vyuZiti pfi dokazovani vlastnosti program

Pi — jednoduchy imperativni programovaci jazyk

PiVC - nastroj pro dokazovani vlastnosti programf

Céste¢na spravnost (partial correctness)

Uplna spravnost (total correctness)

Metody pri specifikaci a dokazovani vlastnosti

© © 6 666 6 0690

Pouzivani systému Dafny - prakticky pouzitelny ndstroj

©

... a hlavné hodné prikladd
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VYROKOVA LOGIKA (PROPOSITIONAL LOGIC)

@ Zzakladnilogika pro zapis formuli

@ Prima korespondence s béznym Zivotem (konjunkce, disjunkce, implikace,
ekvivalence, negace)

@ Jen Booleovské proménné a logické spojky
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JAZYK

@ Necht' P je neprazdnd spocetnd mnozina vyrokovych proménnych (atomd,
prvovyrok):
P= {p7p17p27 }
@ Jazyk vyrokové logiky (nad P) obsahuje symboly:
@ Vyrokové proménné z P

@ Logické spojky =, A, V, =, <>
@ Zavorky (,)

@ Plus budeme pouzivat logické konstanty L jako zkratkuzap A —pa T zap V —p,
kdep € P
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FORMULE

Formule vyrokové logiky se vytvareji aplikaci nasledujicich pravidel:

1. Kazda vyrokova proménna z P je vyrokovou formulf

2. Jsou-li p, g vyrokové formule, pak ndsledujici jsou rovnéz formule:
(=p).(pAa),(pVa)(p—a)(pq)

3. Kazdd vyrokova formule vznikne kone¢nym poctem aplikaci pravidel 1. a 2.
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SEMANTIKA VYROKOVE LOGIKY

@ Uvazujeme pouze dvé hodnoty — pravda (T, 1) a nepravda (L, 0)
@ Sémantika logickych spojek je dana pravdivostni tabulkou

lplal-plprglpVvalp—alpeaq]
O] O 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 (0]
1 (0] (0] (0] 1 (0] (0]
1 1 (0] 1 1 1 1

@ Hodnota vyroku (vyrokové formule) je pak ddna ohodnocenim prvovyrok a
opakovanou aplikaci pravdivostni tabulky od nejjednodussich podformuli
k pavodni formuli
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AXIOMY VYROKOVE LOGIKY

@ Kdokazovani splnitelnosti (existuje ohodnoceni prvovyroki takové, zZe formule
ma hodnotu pravda) nebo pravdivosti (pfi kazdém ohodnoceni prvovyrokd ma
formule hodnotu pravda) formule mézeme pouzit rizné pristupy (napf. metoda
tabla nebo Hilbertovsky systém)

@ Zprednasky o logice znate metodu tabla

@ Axiomy vyrokové logiky Hilbertovského systému jsou:

(p—(a—p)) (A1)
(P> @=n) = (P—>a)=(p—1)) (A2)
((-p = —q) = (g = p)) (A3)
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ODVOZOVACi PRAVIDLA

@ Odvozovaci pravidla slouzi spolu s axiomy pri dokazovéni vét (tvrzenf) vyrokové
logiky

@ Nejsou nutné fixni, ale spolu s uvedenymi axiomy budeme pouzivat nasledujici
dvé:
Véta o dedukci: TEp—q+< TU{p} [ q, kdeTje mnozinaformuli (VD)
Modus ponens: Zpap — qgodvodime g (MP)
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METODY DUKAZU

@ Primy dlkaz - s pouZitim kombinace axiomi a odvozovacich pravidel
@ Uimplikace mdZeme misto A — B dokazovat =B — —A, pokud je to snazsi
@ Dikaz sporem — vhodny pro implikace, predpoklddame Ze plati antecedent (leva
¢ast) a neplati konsekvent (prava ¢ast)
@ Dukaz indukci - zobecnéni vlastnosti pro mnoho pripadd
@ Detaily pozd&ji
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LOGIKY PRVNIHO RADU (FIRST ORDER LOGICS — FOL)

@ Proménné vyrokové logiky jsou Booleovské — maji hodnotu TRUE nebo FALSE
@ ...nebojsou volné - Zadnou hodnotu (zatim) nemaji

@ Proménné predikdtové logiky prvniho Fddu mohou mit i ,,zajimavéjsi“ hodnoty
@ Celd disla, redlna disla

@ ...aoperace nad nimi
@ Porovnani - rovnost, usporddani hodnot

@ ...akvantifikdtory
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TEORIE NEINTERPRETOVANYCH FUNKCi S ROVNOSTI

@ Bezesporna, nerozhodnutelng, Uplna teorie
@ Signatura: X¢: {=,a,b,c,...,f, g, h,....p,q,r...}
@ Velmiobecnd teorie
@ Obsahuje kromé logickych spojek a rovnosti i funkéni symboly
@ Neinterpretované = nestardme se o konkrétni vysledek aplikace funk¢nich
symbolt
@ Ale pozadujeme, aby se chovaly jako funkce: VF, x,y. (x = y — F(x) = F(y))
@ Funkce mohou mit vice parametrd
@ Zobecriuji teorii
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PEANOVA ARITMETIKA

@ Bezespornd, nerozhodnutelnd, Uplnd teorie
@ Signatura: Ty : {0,1,+,-, =}
@ Axiomy:

0#X+1

X+1=y+1—=>Xx=y

X+0=xX

X+ (y+1)=(x+y)+1

X-0=0

X-(y+1)=x-y+x

p(0) Ax. (p(x) = p(x+1)) = (Vx. ¢(x))
pro vSechny formule ¢ jazyka Xy
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(P1)
(P2)
(P3)
(P4)
(P5)
(P6)
(schéma indukce)



PRESBURGEROVA ARITMETIKA

@ Bezespornd, rozhodnutelnd, Uplna teorie
@ Signatura: Xy : {0,1,+,=}
@ Axiomy:

0#X+1

X+1=y+1—=>Xx=Yy

X+0=x

x+(y+1)=(x+y)+1

p(0) AVx. (p(x) = (x4 1)) = (VX. ¢(x))
pro viechny formule ¢ jazyka Xy
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TEORIE LISTU

@ Vhodnad pro datové struktury jako jsou seznamu v LISPu

@ Signatura: Xcons : {cons, car, cdr,atom, =}

@ Axiomy:
VX. X = X (Reflexivita)
VX, y.X=y —>y=x (Symetrie)
VX,y,ZX=yANy=z—>Xx=12 (Transitivita)

VX1, Y1, X2, Y2 X1 = Xo A Y1 = Y, — cons(Xy,y,) = cons(X,, y)
Vx,y.x =y — car(x) = car(y)

VX,y.x =y — cdr(x) = cdr(y)

VX,y.x =y — (atom(x) < atom(y))

Vx,y. car(cons(x,y)) = x

Vx,y.cdr(cons(x,y)) =y

Vx. matom(x) — cons(car(x), cdr(x)) = x

Vx,y. ~atom(cons(x,y))
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TEORIE POLI

Pole jsou dalsi ¢astou datovou strukturou

Podobné neinterpretovanym funkcim, ale obsah se dd modifikovat
Signatura: X4 : {-['],-(-<+),=}

ali] je binarni funkce reprezentujici ¢teni pole a na indexu i

a(i < v) je ternarni funkce reprezentujici zapis hodnoty v na index i pole a

= je bindrni predikat rovnosti

© © 6 6 6 60 0

Kromé axiom reflexivity, symetrie a transitivity z teorie listd navic:
Va,i,j.i=j— a[i] = aj]

Va,v,i,j.(i=j— a(iav)[j] =v)

Va,v,i,j. (i #j— ali<v)[j] = d[j])
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KOMBINACE TEORIi

@ Casto se hodi teorie kombinovat
@ Jetreba ddvat pozor na rozhodnutelnost a efektivitu rozhodovacich algoritm

@ Napriklad povoleni (existencnich) kvantifikatort mize rozhodnutelnost
zkomplikovat
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HOAROVA LOGIKA

@ Princip ,,precondition* a,,postcondition ve verifikaci programt (kontrakty)
@ Zakladni princip (Hoarova trojice):

@ Pro stav programu P (precondition)
@ Pro stav programu Q (postcondition)
@ Prikaz (statement) nebo posloupnost prikaz C zméni stav z P na Q: {P}C{Q}

@ PaQnemuseji nutné zachycovat kompletni stav, ale tfeba jen nékterou zajimavou
cast
@ To, co chceme, aby platilo, néjaka konkrétni vlastnost stavu Q, napft. ve formé
formule néjaké teorie

@ To, jestli Q plati, je pravé predmétem verifikace
@ Cmusi byt také formdlné vyjadreno v jazyku teorie (coZ nemusi byt Gplné trividlnf
transformace)

@ Pak se dd Hoarova trojice prepsatjakoP AC — Q
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APLIKACE PRO VERIFIKACI PROGRAMU

Hoarova logika se hodi pfi verifikaci programd:
1. Kazdou funkci (proceduru, metodu) opatfime predpokladem P a konsekvenci Q
(kontrakty)
2. Dokazeme, Ze kdyz plati P, tak po provedeni téla funkce plati Q
3. Ovérime navaznost jednotlivych predpokladd a konsekvenci pri volani funkci

@ Vmisté, kde je volana néjaka funkce, jsou spinény jeji predpoklady
@ Po ndvratu z funkce predpokladdme, Ze plati jeji konsekvence

Jan Kofrori: Sémantika programa



PRIKLAD KONTRAKTU — MERGESORT

@pre true
@post sorted(rv, o, |rv|-1)
int[] MergeSort(int[] a)

return ms(a, o, |a|-1);

}
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@pre true

@post sorted(rv, |, u) & |rv|=|a_o]
int[] ms(int[] a_o, int |, int u) {

int[] a := a_o;

if (I>=u) return a;

else {
int m := (|l + u) div 2;
a := ms(a, |, m);
a := ms(a, m+ 1, u);
a := merge(a, |, m, u);

return a;

}
}



PRIKLAD KONTRAKTU — MERGESORT

@pre true
@post sorted(rv, o, |rv|-1)

@pre true
@post sorted(rv, |, u) & |rv|=|a_o]

int[] MergeSort(int[] a)

return ms(a, o, |a|-1);

}
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int[] ms(int[] a o, int I, int u) {

int[] a := a_o;

if (I>=u) return a;

else {
int m := (|l + u) div 2;
a := ms(a, |, m);
a := ms(a, m+ 1, u);
a := merge(a, |, m, u);
return a;

}

}




PRIKLAD KONTRAKTU — MERGESORT
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{ / int[] a := a_o;

return ms(a, o, |a|-1);

if (I>=u) return a;
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PRIKLAD KONTRAKTU — MERGESORT

@pre true @pre true
@post sorted(rv, o, |rv|-1) @post sorted(rv, |, u) & |rv|=|a_o]
int[] MergeSort(int[] a) int[] ms(int[] a o, int I, int u) {
{ / int[] a := a_o;
return ms(a, o, |a|-1); if (I>=u) return a;
} else {
int m := (|l + u) div 2;
a := ms(a, |, m);
a := ms(a, m+ 1, u);
a := merge(a, |, m, u);

return a;

}
}
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PRIKLAD KONTRAKTU — MERGESORT

@pre true @pre true
@post sorted(rv, o, |rv|-1) @post sorted(rv, |, u) & |rv|=|a_o]
int[] MergeSort(int[] a) int[] ms(int[] a o, int I, int u) {
{ / int[] a := a_o;
return ms(a, o, |a|-1); if (I>=u) return a;
} else {
int m := (|l + u) div 2;
a := ms(a, |, m);
a := ms(a, m+ 1, u);
a := merge(a, |, m, u);
return a; .
)
; 4
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KONTRAKTY PRO PROGRAMOVACI JAZYKY

@ Mnoho knihoven implementujici kontrakty pro Javu, C# a dal3i jazyky k dispozici:

@ C#, .NET obecné: CodeContracts
@ Java:Java Modeling Language (JML)
@ Python: Nagini

@ Vétsinou ve formé anotaci, tedy specialnich komentard:

//@ requires 0 < amount &% amount + balance < MAX BALANCE;
//@ assignable balance;

//@ ensures balance == |old(balance) + amount;
public void credit(final int amount)

{

this.balance += amount;

}
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CO JE NA TOM TEZKE?

@ Neni tézké napsat néjaké kontrakty, je téZké napsat kontrakty tak, aby nebyly ani
prilis silné, ani priliS slabé a aby do sebe zapadaly:
@ Prilis slabé predpoklady komplikuji dokazovani konsekvenci
@ Prilis silné predpoklady je tézké splnit pri volani funkce
@ Prilis slabé konsekvence nesplriuji predpoklady pro rekurzivni volani funkci nebo
komplikuji dokazovan{ konsekvenci volajicich funkci
@ Prilis silné konsekvence je tézké dokazat

@ Pozdéji uvidime priklady
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SHRNUTI

@ Ukazali jsme si, jak se daji formalizovat nékteré datové struktury programovacich
jazykl a jak zapsat jejich vlastnosti ve formé formuli

@ Dulezité vlastnosti jednotlivych logik — rozhodnutelnost, Gplnost

@ Prorozhodnutelné teorie miZzeme implementovat automatické rozhodovaci
procedury a dokazovat tak vlastnosti programt automaticky

@ Pro zbytek semestru ddlezita zejména teorie poli, ktera zahrnuje rovnost a
neinterpretované funkce
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rv

UKOL NA PRISTE

Dokazte, Ze v teorii poli plati ndsledujici formule, nebo naleznéte protipriklad, pokud
neplati:

@ (ali<e)f] =e) = (i=])
@ (alice)(jaf)lkl =gnj#kni=j)— (alk] =g)
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ZAVERECNE PRACE

V pripadé zajmu o oblast verifikaci a analyzy programd mé prosim kontaktujte ohledné
vedeni bakalarskych a diplomovych praci, ro¢nikovych a vyzkumnych projekt!

Jan Kofron <jan.kofron@d3s.mff.cuni.cz>

https://d3s.mff.cuni.cz/students/topics/
https://d3s.mff.cuni.cz/research/verification/
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