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INDUKCE

@ Jeden ze zakladnich zplsobl dokazovani platnosti matematickych tvrzeni
@ Prvni zminky o pouZziti tohoto principu sahaji az k Platénovi (370 pr.n.l.) a
Euklidovi (300 pr.n.l.)

@ Existuje nékolik typl indukce:

@ matematickd indukce (stepwise induction)
@ Uplndindukce (complete induction)
@ fundovana indukce (well-founded induction)
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MATEMATICKA INDUKCE

Zakladni princip spociva v tom, Ze dokdzeme:
1. Tvrzeni plati pro prvni (nulty) prvek (indukéni predpoklad)
2. Kdyz tvrzeni plati pro prvek n, pak plati pro prvek n + 1 (indukéni krok)

Neboli:
(F[o] A ¥n. (F[n] — F[n +1])) — Vn.F[n]

Souddsti axioml Peanovy a Presburgerovy aritmetiky
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PRIKLAD

Predpokladejme rozsifeni Peanovy aritmetiky o nasledujici axiomy:

Vx. x° =1

VX, y. XY = xY - x

Vx,z.exps(x,0,z) =z

Vx,y,z.exps(x,y +1,z) = exps(X,y,x - z)

Chceme dokazat nasledujici formuli:

\V/X,y. expB(X7Y7 1) =x
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PRIKLAD

VX,y. expS(XaYa 1) =x

@ Zda se, Ze pro indukci je lepSi zvolit y neZ x vzhledem k axiom{m o exps

@ Budeme tedy dokazovat, Ze plati nasledujici formule Fly]:

F[y] L VX. eXpB(X7Y7 1) =X
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PRIKLAD

F[y] L VX. eXpB(X7Y7 1) =X

@ Jako indukéni predpoklad tedy dokdzeme formuli F[o] : Vx. exps(x,0,1) = x°
@ Podle axiomi je x° = 1a exps(x, 0, 1) = 1, tedy mdme prvni ¢ast hotovou
@ Predpokladejme nyni, Ze formule F[n] plati pro libovolné n a dokazme, Ze:

Fln+1] : Vx.exps(x,n 4+ 1,1) = x"*"
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PRIKLAD

Fln+1] : Vx.exps(x,n+1,1) = x"*"

@ Zaxiomu dostavame, Ze exps(x,n +1,1) = exps(x,n, x - 1)

@ Induk<ni hypotézu ale nemdzeme pouzit ani na levou ani na pravou stranu
rovnosti a dalSim rozvinutim axiom( se pravdépodobné nedostaneme k cili

@ Rovnost ale zjevné plati, co je tedy Spatné? Méli jsme pro indukci zvolit x misto y?
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PRIKLAD

@ Neé&kdy je tfeba dokazované tvrzeni zesilit, aby se dala aplikovat indukce

@ Dokdzeme tedy o néco silnéjsi tvrzeni, které ziejmé dokazuje plvodni formuli:

VX,y,z. expB(X7YaZ) =Xz
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PRIKLAD

VX, y,z. exp3(x,y,z) =x'-z

@ Opét zvolime y jako indukéni proménnou a budeme dokazovat formuli Fly]:

Fly] : Vx,z. exps(x,y,z) = X" - z
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PRIKLAD

Fly] : Vx,z. exps(x,y,z) = x¥ - z
@ Jako indukéni predpoklad tedy dokazeme formuli Flo] : Vx, z. exps(x,0,2z) = x° - z

@ Zaxioml vime, Ze exps(x,0,z) =zazex®-z =1-z = z, coz nam dokazuje
indukéni predpoklad

@ Predpokladejme nyni, Ze formule F[n] plati pro libovolné n a dokazme, Ze:

Fln+1] : Vx,z.exps(x,n+1,z) = x"*" . z
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PRIKLAD

Fln+1]:Vx,Z. exps(x,n +1,2/) = x"". 2

exps(x,n+1,2') = exps(x,n,x - 2') (z axiomi)
=x"-(x-2) (IH,z = x-Z')
= x". 7 (z axioma)

@ To dokazuje formuli

@ Substituce x - z za z je korektni, protoZe proménna z je univerzdalné kvantifikovand
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PONAUCENI Z PRIKLADU

Pokud se néjaké tvrzeni nedari dokazat,

muze byt paradoxné snazsi dokdzat tvrzenf silnéjsi.
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UPLNA INDUKCE

Uplnd indukce vyuzivé stejného principu jako v pfedchozim pripadg, ale mdze nam
usnadnit dokazovani

Pro Peanovu aritmetiku je definovand nasledujicim schématem:

1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké prirozené ¢islo n a pro viechna
prirozena ¢isla mensi nez n (indukéni predpoklad)

2. DokdZzeme tvrzeni obecné na zdkladé indukéniho predpokladu

Neboli:

(Vn.(Vn'.n" < n — F[n']) = F[n]) — Vx. F[x]
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FUNDOVANA INDUKCE

@ Zobecnénim Uplné indukce (proto jsme u ni vynechali priklad)
@ Vyuziva pojem fundované relace:

Bindrni predikdt < nad mnozinou S se nazyva fundovana relace, pokud neexistuje
nekonecna posloupnost s;, s,, S5 ... prvki z S takova, Ze kazdy nasledujici element
je mensi nez jeho predchiidce, nebolis, - s, > s3..., kdes < t pravé tehdy kdyz
t > s.

@ Fundovand indukce je pak zobecnénim Uplné indukce ve smyslu pouziti predikatu
< misto porovnani:

(Vn.(Vn".n"<n — F[n’]) — F[n]) — Vx. F[x]
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PRIKLAD

UvaZme ndsledujici ulohu: Mame pytel s ¢ervenymi, zlutymi a modrymi Zetony. Pokud
je v pytli posledni Zeton, miZeme ho vytahnout. V opacném pripadé vyjmeme dva
Zetony a postupujeme nasledujicim zplsobem (mdme k dispozici libovolné mnoho
Zetond):
1. Pokud je jeden ze dvou pravé vyjmutych Zetont ¢erveny, nevloZime zpatky Zadny
Zeton.
2. Pokud jsou oba Zetony zluté, vlozime do pytle jeden Zluty a pét modrych Zetond.

3. Pokud je jeden z Zetonl modry a druhy neni cerveny, vloZzime do pytle deset
cervenych.
Tento postup specifikuje vechny kombinace pro vytazené Zetony. Uloha spocivéd
v tom rozhodnout, jestli tento proces je vidy konecny, tedy jestli bude pytel bez
ohledu na pocatecni obsah nakonec prazdny.
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PRIKLAD

PFi aplikaci fundované indukce je tfeba nejprve definovat odpovidajici relaci

Necht' trojice (#zlutych, #modrych, #Cervenych) oznacuje stav pytle
(pocty jednotlivych barevnych Zeton( uvnitr)

Pro nasi dlohu definujeme <; jako lexikografické usporadani takovych trojic
° Napﬁlklad (117 13, 3) 743 (11> 9, 104)7 ale (115 9, 104) =3 (11’ 13, 3)

UkaZzeme, Ze pro libovolny stav pytle zbyvd v algoritmu jen kone¢ny pocet krokll nez
skonci
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PRIKLAD

Rozborem pripadd ukdzeme, Ze pro libovolny stav pytle zbyva v algoritmu jen konecny
pocet krok( nez skondi:
A. Pokud je pytel prazdny, algoritmus skondil
B. Pokud pytel obsahuje pravé jeden Zeton, tedy jeho stav je (1, 0, 0), (0, 1, 0), nebo
(0, 0, 1), zbyva jeden krok algoritmu
C. Predpokladejme jako indukéni predpoklad, Ze pro jakykoliv stav (2’ ,m’,&’) takovy,
ze (Z,m’, &) <3 (2, m, &), zbyva jen konecny pocet krokd algoritmu
D. Nyni predpokladejme, Ze stav je (Z, m, ¢) a vyjmeme dva Zetony, dostdvédme tfi
mozné pfipady
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PRIKLAD

D. Nyni predpokladejme, Ze stav je (2, m, ¢) a vyjmeme dva Zetony. Dostavame tfi
moZzné piipady:
1. Jeden Zeton je Cerveny, tedy stav po odebranije (z-1, m, ¢-1), (Z, m-1, ¢-1), nebo
(Z, m, ¢-2). VSechny tyto stavy jsou v relaci <3 mensi nez (z, m, ¢).
2. Oba odebrané Zetony jsou Zluté a vratime jeden Zluty a pét modrych zpét do
pytle. Novy stav bude tedy (Z-1, m+5, €), coZ je v relaci <3 mensi nez (z, m, ¢).
3. Jeden Zeton je modry a druhy neni Cerveny a vratime tedy deset Cervenych zpét.
Novy stav je tedy bud' (Z—1, m-1, ¢+10) nebo (2, m-2, ¢+10). Oba tyto stavy jsou
v relaci <3 mensinez (z, m, ¢).
Ve vSech pripadech miiZzeme aplikovat indukéni predpoklad a dostavame, Ze zbyva jen
konecny pocet krokd algoritmu. Algoritmus tedy vzdy zastavi.
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PRIKLAD - CO BYLO TEZKE?

@ Vhodné zvolit reprezentaci stavu
@ Najit vhodnou (fundovanou) relaci
@ Zbytek je pak mechanicka prace
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STRUKTURALNI INDUKCE

@ Vhodna pro dokazovani vlastnosti struktur, napriklad samotnych formuli, strom(,
a rekurzivnich datovych struktur obecné

@ Jako indukéni predpoklad predpokladdme, Ze dokazované tvrzeni plati pro
libovolnou formuli a vSechny jeji vlastni podformule

@ Pro stromy uvazujeme podstromy, pro obecné grafy podgrafy, ...

@ Protoze atomy zadné podformule nemaji, tvori zakladni pripady
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PRIKLAD

@pre 0 <= | & u < |a]

@post rv <-> exists j. (I
bool LinearSearch(int[] a,
for
@L: 222
(int i = 1; i <=
{
if (a[i] = e)

return true;

}

return false;
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PRIKLAD

@pre 0 <= | & u < |a]

@post rv <-> exists j. (I
bool LinearSearch(int[] a,
for
int i = |; i <=
{
if (a[i] = e)

return true;

}

return false;
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PRIKLAD

@pre o0 <= | & u < |a|
(I <= j & j <= u &k a[j] = e)

@post rv <-> exists j
bool LinearSearch(int[] a, int u, int e) {

for
@L: I <=
(int i : ;i u; iot= 0o+ 1)

int |,

if (a[i] = e)

return true;

}

return false;
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PRIKLAD

@pre o0 <= | && u < |a|

@post rv <-> exists j. (| <= j & j <= u && a[j] = e)
bool LinearSearch(int[] a, int |, int u, int e) {
for
@L: | <= i & 0 <= | & u < |a| &&
forall j.(1 <= j && j < i -> a[j] '= e)
(int @ = 1; i <= u; i =1 + 1)
if (a[i] = e)

return true;

}

return false;

Jan Kofrori: Sémantika programa



SHRNUTI

@ Rdzné druhy indukce ndm umozriuji Iépe dokazovat vlastnosti programt
v rdznych pripadech

@ Fundovand indukce nevyZaduje postupovat pres celd Cisla, ale pouzivad
fundovanou relaci, jejiz celo¢iselné porovnani je specialni pripad

@ Strukturdlniindukce umozriuje dokazovat vlastnosti samotnych formuli nebo
datovych struktur
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K ZAMYSLENI

Uvazme zménu pravidel u hry s Zetony. Zastavi algoritmus, pokud:
A. Vkroku 1vratime jeden Cerveny Zeton zpét?
B. V kroku 1 pfiddme jeden modry Zeton?

C. Vkroku 1 pfiddme modry Zeton a v kroku 3 vratime jeden modry Zeton zpét,
ale Zadné jiné Zetony?
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