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UPLNA SPRAVNOST (TOTAL CORRECTNESS)

@ Vidélijsme, Ze ¢astecna spravnost je velmi uZite¢nd vlastnost program, kterou
ma smysl dokazovat
@ Uplna spravnost zahrnuje navic jesté dlikaz, Ze vypocet vidy skonéi
@ ,,Termination problem*
@ Pokud je program zdroveri ¢astecné spravny, vyda vzdy spravny vysledek, tedy
vysledek splriujici postcondition
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JAK KONECNOST VYPOCTU DOKAZAT V PIVC?

@ Program muze uviznout v nekone¢ném vypoctu bud' v dasledku uviznuti v cyklu
(for nebo while), nebo pri neomezené rekurzi

©

Vyuzijeme princip fundované relace (a indukce)

@ Abychom konecnost vypoctu dokazali, musime najit vhodnou fundovanou relaci
@ Poté je tfeba najit funkci, kterd ndm mapuje stavy programi na prvky relace

@ Tajejen technickym usnadnénim a zplsobem, jakym se konecnost vypoctu dokazuje
v PiVC, formdlné je pro dlikaz nutnd jen relace

@ Takové funkci rikdme ,,ranking function*
@ Funkce odrdzi existenci fundované relace mezi stavy jednotlivych iteraci
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RANKING FUNKCE

@ V Pilze pouzivat n-tice celych &isel, které se lexikograficky porovnavaji
@ [ pokud funkce obsahuje vice cykld, ranking funkce musi byt pouze jedna
@ Pres vsechny zdkladni cesty v ramci funkce

@ Dokdzat konecnost je samozrejmé potreba pro kazdou funkci (zvIast)
@ Verifikuji se pak dvé vlastnosti:

1. Hodnota ranking funkce je na konci zékladni cesty ostfe mensi nez na jejim zacatku
2. Hodnota ranking funkce je vzdy nezaporna
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VERIFIKACNi PODMINKY PRO UPLNOU SPRAVNOST

N4

@ Stejné jako v pripadé ¢astecné spravnosti je terminace ovérovana pomoci
verifika¢nich podminek vygenerovanych z relevantnich zakladnich cest
@ Pfiovéreni podminek se vyuziva i formuli v anotacich pro ¢astecnou spravnost

vy

@ Mize byt nutné rozsifit anotace pro ¢astecnou spravnost, casto zejména kvdli
ddikazu nezdpornosti ranking funkce
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PRIKLAD — BUBBLESORT

apre true
dpost sorted(rv, 0, |rv| - 1)
int[] BubbleSort(int[] a_0) {
int[] a := a_0;
for @Ll1: -1 <=1 && ...
# (i« 1, 1+ 1)
(int 1 := lal - 1; 1 >0; 1 :=1 - 1) {
for @lL2: 1 <=1 §6 0 <= j 66 j <=1 6&6&6 ...
#(i+1,i-3)]
(int j :=0; j <i; 3 =3+ 1){
if (aljl > alj + 11) {
int t := aljl;
aljl := alj + 11;
alj + 1] := t;
Pyl

return a;
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PRIKLAD — BUBBLESORT

apre true

dpost sorted(rv, 0, |rv| - 1)

int[] BubbleSort(int[] a_0) { <:::>
int[] a := a_0;

for Ll1:|-1 <= i| &6 ...
#(1+1, 1+ 1)]
(int 1 := lal - 1;/1i > 0;/1 :=1 - 1) {
for QL2: 1 <=1 66 0 <= j 66 j <=1 6&6 ...
#l(i+1,1-3)]
(int|j := 0;]j < i; § =3 + 1) {
if (aljl > a[j + 11) {
int t := a[jl;

alj] := alj + 11; (-1=9
alj + 1] := t; @ >0)
oy} >
return a; (i+1<i+)Vv{(i+1=i+1)A([I-0<i+1))))

}
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PRIKLAD — BUBBLESORT

apre true
dpost sorted(rv, 0, |rv| - 1)
int[] BubbleSort(int[] a_0) {
int[] a := a_0;
for gLl1: -1 <=1 &§ ...
#(i+ 1,1+ 1)

(int 1 := lal - 1; 1 >0; i :=1 - 1) {
for AL2:|1 <=1 6§66 0 <= j &§§ j <= 1|6& ...
#l(l + 1, i- J)l
(int[j := 0;|[J < i; J := j + 1) {
if (alj3] > alj + 11D {
int t := aljl; (1<iA0SjAj<i)
alj] :=alj + 1]; =
alj + 1] := t; ((]jl)
Forod ((alj) > alj +1])
return a; -

}
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PRIKLAD — BUBBLESORT

apre true
dpost sorted(rv, 0, |rv| - 1)
int[] BubbleSort(int[] a_0) {
int[] a := a_0;
for gLl1: -1 <=1 &§ ...
#(i+ 1,1+ 1)

(int 1 := lal - 1; 1 >0; i :=1 - 1) {
for AL2:|1 <=1 6§66 0 <= j &§§ j <= 1|6& ...
#l(l + 1, i- J)l
(intj := ;][ < 1; J := 3 + 1 {
if (a[j]l > alj_+ 1) {
int t := aljl; (1<iA0SjAj<i)
alj] := alj + 11; -
alj + 11 := t; W=h
For ol (=(alj] > alj + 1]
return a; -

}
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PRIKLAD — BUBBLESORT

apre true
dpost sorted(rv, 0, |rv| - 1)
int[] BubbleSort(int[] a_0) {
int[] a := a_0;
for gLl1: -1 <=1 &§ ...
#(1+1, 1+ 1)

(int 1 := lal - 1; 1 > 0;

i- 1) {

for @L2:|1 <= 1 && 0 <= j

88 j <= 1|68 ...

#l(l +1, 1 - J)l

(int j := 0; J < 1 j

if (alj]l > alj + 11) {
int t := a[jl;
aljl :=alj + 11;
alj + 1] := t;
Pyl

return a;

}
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ZPET K PRIKLADU S ZETONY

UvaZme ndsledujici ulohu: Mame pytel s ¢ervenymi, zlutymi a modrymi Zetony. Pokud
je v pytli posledni Zeton, miZeme ho vytahnout. V opacném pripadé vyjmeme dva
Zetony a postupujeme nasledujicim zplsobem (mdme k dispozici libovolné mnoho
Zetond):
1. Pokud je jeden ze dvou pravé vyjmutych Zetont ¢erveny, nevloZime zpatky Zadny
Zeton.
2. Pokud jsou oba Zetony zluté, vlozime do pytle jeden Zluty a pét modrych Zetond.

3. Pokud je jeden z Zetonl modry a druhy neni cerveny, vloZzime do pytle deset
cervenych.
Tento postup specifikuje vechny kombinace pro vytazené Zetony. Uloha spocivéd
v tom rozhodnout, jestli tento proces je vidy konecny, tedy jestli bude pytel bez
ohledu na pocatecni obsah.
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ZPET K PRIKLADU S ZETONY

@ Reseni spociva v nalezeni ranking funkce, neboli vhodné reprezentace stavd tak,
aby jeji hodnota béhem vypoctu klesala
@ Pro nas pripad to mlze byt (#zlutych, #modrych, #ervenych) ~ (Z, m, ¢)
@ Ranking funkce, kterd dokdze terminaci daného programu, obecné nemusi byt jen
jedna
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UPRAVA PRAVIDEL

@ UvaZme zménu pravidel u hry s Zetony. Zastavi algoritmus, pokud:
A. Vkroku 1vratime jeden Cerveny Zeton zpét?
B. V kroku 1 pridédme jeden modry Zeton?
C. Vkroku 1 pfiddme modry Zeton a v kroku 3 vratime jeden modry Zeton zpét, ale
23dné jiné Zetony?
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VARIANTA A

@ Vkroku 1vratime jeden Cerveny Zeton zpét
@ Diukazireprezentace stavu jsou stejné, v prvnim kroku jsou moznosti:
@ stav po odebranije (Z -1, m, &), (Z, m -1, &) nebo (Z, m, ¢ - 1). VSechny tyto stavy jsou
v relaci <3 mensi nez (2, m, ¢).
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VARIANTA C

@ Vkroku 1 priddme modry Zeton a v kroku 3 vratime jeden modry Zeton zpét,
ale zadné jiné Zetony
@ Musime zvolit jinou reprezentaci stavu: (2, ¢, m)

@ Pak budou opét fungovat vSechny pfipady a algoritmus tedy zastavi
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VARIANTA B

@ Vkroku 1. prfiddme jeden modry Zeton
@ Dikaz nebude fungovat, kdyz budou oba Zetony Cervené, protoze novy stav bude

(2, m+1, ¢-2)

@ Jiné poradi barev bude vzdy narusovat néjaky pripad (novy stav nebude mensi
nez predchozi)

@ Zda se, Ze tady to neplijde (ale dokazat to je jind véc)

@ Obecné se mlze napriklad stat, Ze reprezentace bude klesat v kazdém sudém
kroku, a to vic, nez bude potencidlné stoupat v lichych krocich

@ Pak muze byt vhodné ranking funkci zvolit na zakladé jinych proménnych nez
obsahu pytle
@ To samozrejmé neplati pro nasi tlohu
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PRIKLAD S ZETONY - VARIANTA B

UvaZme nasledujici dlohu: Mame pytel s ¢ervenymi, zlutymi a modrymi Zetony. Pokud
je v pytli posledni Zeton, miZeme ho vytahnout. V opacném pripadé vyjmeme dva
Zetony a postupujeme nasledujicim zplsobem (mdme k dispozici libovolné mnoho
Zetond):
1. Pokud je jeden ze dvou pravé vyjmutych Zetont cerveny, vioZime do pytle jeden
modry Zeton.

2. Pokud jsou oba Zetony zluté, vlozime do pytle jeden Zluty a pét modrych Zetond.

3. Pokud je jeden z Zetonl modry a druhy neni cerveny, vloZzime do pytle deset
cervenych.
Tento postup specifikuje vechny kombinace pro vytazené Zetony. Uloha spocivéd
v tom rozhodnout, jestli tento proces je vidy konecny, tedy jestli bude pytel bez
ohledu na pocatecni obsah.
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VARIANTA B

Dokazme neterminaci. Uvazme stav pytle, kde jsou minimalné ¢tyri Zetony Cervené:

1. Vytdhneme dva Cervené Zetony a vloZzime zpét jeden modry (nové pravidlo 1).
2. Opét vytahneme dva Cervené Zetony a opét vlozime zpét jeden modry.

3. Vytdhneme dva modré a vloZime deset ¢ervenych (pravidlo 3).
Po tretim kroku opét plati, Ze v pytli jsou nejméné Ctyri Zetony cervené (vlastné jich je

tam nejméné deset) a miZzeme cely postup opakovat do nekonecna, pricemz pocet
ZetonU v pytli bude rdst.
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PRIKLAD S ZETONY V P1 - PUVODNIi PRAVIDLA

@pre red >= 0 &&% blue >= 0 && yellow >= o0

@post true
void compute(int red, int blue, int yellow) {
int[] state := new int[3];
state[o] := red;
state[1] := yellow;
state[2] := blue;
while @ ...
#[(state[1], state[2], state[o])]
(state[o] > o || state[1] > o || state[2] > o) {
if (state[o] + state[1] + state[2] = 1) break;
int first := removeChip(state); state[first] := state[first] - 1;
int second := removeChip(state); state[second] := state[second] - 1;
if ((first = o) || (second = 0)) { }
else if ((first = 1) &% (second = 1)) {
state[1] := state[1] + 1; state[2] := state[2] + 5;

}
else if ((first = 2) || (second = 2)) {
state[o] := state[o] + 10;
}
1}
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PRIKLAD S ZETONY V PI

@ Co kdybychom chtéli (potrebovali) mit ranking funkci unarni? Bylo by to mozné?
@ Potrebujeme realizovat lexikografické usporddédni a porovnani
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PRIKLAD S ZETONY V PI

@ Co kdybychom chtéli (potrebovali) mit ranking funkci unarni? Bylo by to mozné?
@ Potrebujeme realizovat lexikografické usporddédni a porovnani

@ Bylo! Napfriklad: #Cervenych + 11 - #modrych + 11 - 6 - #zlutych
@ Konstanty vychazeji z potd zetonl vracenych Zeton( do pytle (10 a 5)
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PRIKLADY NA TERMINACI

@ Zetony
@ QuickSort
@ MergeSort
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SHRNUTI

@ Vedle ¢astecné spravnosti je terminace dalsi dlleZitou vlastnosti program
@ Dokazat ji byvd jednodussi nez dokazat ¢astecnou spravnost
@ Spodiva v nalezeni vhodné ranking funkce, jejiz hodnota v pribéhu vypoctu klesa,
ale je stale nezaporna
@ Princip dokazovani je podobny jako v pripadé ¢astecné spravnosti — program je
rozloZen na zakladni cesty, z nichZ se nasledné vygeneruiji verifikacni podminky
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DRUHA DOMACI ULOHA

@ Doplrite anotace do funkce SelectSort a ovérte konecnost vypoctu v PiVC
@ (éste¢nou spravnost ovéFovat nemusite

@ Termin pro odevzdanije 10. 11. 2025, 23:59.
@ Zdrojovy kéd funkci naleznete na webu predmétu:

https://d3s.mff.cuni.cz/files/teaching/nswil83/selectsort.pi
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