
NAIL062 V&P Logika: 10. cvičeńı

Témata: Struktury a podstruktury. Extenze teoríı, extenze o definice. Definovatelné množiny.

Př́ıklad 1. Uvažme Z4 = ⟨{0, 1, 2, 3},+,−, 0⟩ kde + je binárńı sč́ıtáńı modulo 4 a − je
unárńı funkce, která vraćı inverzńı prvek + vzhledem k neutrálńımu prvku 0.
(a) Je Z4 model teorie grup (tj. je to grupa)?

(b) Určete všechny podstruktury Z4⟨a⟩ generované nějakým a ∈ Z4.

(c) Obsahuje Z4 ještě nějaké daľśı podstruktury?

(d) Je každá podstruktura Z4 modelem teorie grup?

(e) Je každá podstruktura Z4 elementárně ekvivalentńı Z4?

(f) Je každá podstruktura komutativńı grupy (tj. grupy, která splňuje x + y = y + x)
také komutativńı grupa?

Př́ıklad 2. Bud’ Q = ⟨Q,+,−, ·, 0, 1⟩ těleso racionálńıch č́ısel se standardńımi operacemi.
(a) Existuje redukt Q, který je modelem teorie grup?

(b) Lze redukt ⟨Q, ·, 1⟩ rozš́ı̌rit na model teorie grup?

(c) Obsahuje Q podstrukturu, která neńı elementárně ekvivalentńı Q?

(d) Označmě Th(Q) množinu všech sentenćı pravdivých v Q. Je Th(Q) úplná teorie?

Př́ıklad 3. Mějme teorii T = {x = c1∨x = c2∨x = c3} v jazyce L = ⟨c1, c2, c3⟩ s rovnost́ı.
(a) Je T (sémanticky) konzistentńı?

(b) Jsou všechny modely T elementárně ekvivalentńı? Tj. je T kompletńı?

(c) Najděte všechny jednoduché úplné extenze T .

(d) Je teorie T ′ = T ∪ {x = c1 ∨ x = c4} v jazyce L = ⟨c1, c2, c3, c4⟩ extenźı T? Je T ′

jednoduchá extenze T? Je T ′ konzervativńı extenze T?

Př́ıklad 4. Bud’ T = {¬E(x, x), E(x, y) → E(y, x), (∃x)(∃y)(∃z)(E(x, y) ∧ E(y, z) ∧
E(x, z) ∧ ¬(x = y ∨ y = z ∨ x = z)), φ} teorie v jazyce L = ⟨E⟩ s rovnost́ı, kde E je
binárńı relačńı symbol a φ vyjadřuje, že “existuj́ı právě čtyři prvky”.
(a) Uvažme rozš́ı̌reńı L′ = ⟨E, c⟩ jazyka o nový konstantńı symbol c. Určete počet (až na

ekvivalenci) teoríı T ′ v jazyce L′, které jsou extenzemi teorie T .

(b) Má T nějakou konzervativńı extenzi v jazyce L′? Zd̊uvodněte.

Př́ıklad 5. Necht’ T = {x = f(f(x)), φ, c1 ̸= c2} je teorie jazyka L = ⟨f, c1, c2⟩ s rovnost́ı,
kde f je unárńı funkčńı, c1, c2 jsou konstantńı symboly a axiom φ vyjadřuje, že “existuj́ı
právě 3 prvky”.
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(a) Určete, kolik má teorie T navzájem neekvivalentńıch jednoduchých kompletńıch ex-
tenźı. Napǐste dvě z nich.

(b) Necht’ T ′ = {x = f(f(x)), φ, f(c1) ̸= f(c2)} je teorie stejného jazyka, axiom φ je
stejný jako výše. Je T ′ extenze T? Je T extenze T ′? Pokud ano, jde o konzervativńı
extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı.

Př́ıklad 6. Necht’ Tn = {ci ̸= cj|1 ≤ i < j ≤ n} označuje teorii jazyka Ln = ⟨c1, . . . , cn⟩ s
rovnost́ı, kde c1, . . . , cn jsou konstantńı symboly.
(a) Pro dané konečné n ≥ 1 určete počet model̊u konečné velikosti k teorie Tn až na

izomorfismus. Určete počet spočetných model̊u teorie Tn.

(b) Pro jaké dvojice hodnot n a m je Tn extenźı Tm? Pro jaké je konzervativńı extenźı?
Zd̊uvodněte.

Př́ıklad 7. Bud’ T ′ extenze teorie T = {(∃y)(x+y = 0), (x+y = 0)∧(x+z = 0) → y = z}
v jazyce L = ⟨+, 0,≤⟩ s rovnost́ı o definice < a unárńıho − s axiomy

−x = y ↔ x+ y = 0

x < y ↔ x ≤ y ∧ ¬(x = y)

Najděte formule v jazyce L, které jsou ekvivalentńı v T ′ s následuj́ıćımi formulemi.
(a) x+ (−x) = 0

(b) x+ (−y) < x

(c) −(x+ y) < −x

Př́ıklad 8. Mějme jazyk L = ⟨F ⟩ s rovnost́ı, kde F je binárńı funkčńı symbol. Najděte
formule definuj́ıćı následuj́ıćı množiny (bez parametr̊u):
(a) interval (0,∞) v A = ⟨R, ·⟩ kde · je násobeńı reálných č́ısel,

(b) množina {(x, 1/x) | x ̸= 0} ve stejné struktuře A,

(c) množina všech nejvýše jednoprvkových podmnožin N v B = ⟨P(N),∪⟩,
(d) množina všech prvoč́ısel v C = ⟨N ∪ {0}, ·⟩.
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