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2.6 Prattova modifikace Shellsortu (Prattsort)

Jednou z mnoha modifikaci tiidiciho algoritmu Shellsort je metoda,
navrzend V. R. Prattem v [10]. Volbou vhodné pfirstkové sekvence
lze velmi zjednodusit praci celého algoritmu Shellova tfidéni. Pokud se
podivdme na préaci algoritmu podrobnéji, zjistime, Ze nejvetsi mnoZstvi prace
vykond Insertsort aplikovany na vsechny podposloupnosti vybrané za po-
moci piiristkové sekvence H. Cilem Prattovy prace bylo nalézt takovou
prirtistkovou sekvenci H, kterd by cely proces tfidéni zjednodusila tak, aby
pouzivany algoritmus Insertsort mohl byt redukovén na jeden priichod vybra-
nou podposloupnosti a aby postupné zatfidovani prvki pouzité v Insertsortu
mohlo byt nahrazeno pouhou vyménou dvou sousednich prvki. Ukazuje se,
7e takova piirastkové sekvence spliiujici uvedené pozadavky existuje.

Ms&jme vstupni nesetfidénou posloupnost ¢isel A = ay,...,a,. Prattova
prirtistkovd sekvence H = hy, ..., h, je posloupnost celych kladnych ¢isel tvaru
203b takova, ze je-li h; Clen Prattovy piiriistkové sekvence, pak h; < N pro
kazdé i, a existuji ji a jo takové, Ze ji,j2 < i a hj, = 2hi, hj, = 3hi. Tedy
h; je v piiristkové sekvenci za 2h; a 3h;. Prattova piiristkovd sekvence je
napiiklad tato posloupnost &isel:

...,81,54,36,24,16,27,18,12,8,9,6,4,3,2,1
Posledni ¢len pFiristkové sekvence h; musi byt samoziejmé roven 1.

Definice 1 Posloupnost A je z-setiidénd,jestlize viechny jeji podposloup-
nosti A; = A[i], A[i + ], Ali + 2z],.., kde 1 <i <z jsou setridéné.

Definice 2 Inverze v posloupnosti A je dvojice proki Ali] a A[j], kde1 < j,
pro které plati Afi] > A[j].

Véta 1 Je-li x > 1, pak ezistuji nezdpornd éisla p,q takovd, Ze plati x =
2p + 3q.

Vata 2 Je-li posloupnost Cisel A 9.setiidénd a 8-setfidénd, pak je i z-
setfidénd pro kaZdé z > 1.

Véta 3 Je-li posloupnost A velikosti N 9-setridénd, pak pro kaZdé j, 1 <
j < N, plati: bud A[j — 1] < A[j] nebo Alj] < Alj +1].
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Diikazy téchto jednoduchych vét jsou uvedeny v [10]. Disledkem vét 1,2
a 3 je pozorovani, ze je-li posloupnost &isel A = ay,...,an z-setfidénd pro
‘ viechna z > 1, tak Zadny prvek a; posloupnosti A nemize byt ¢lenem ve
vice nez jedné inverzi a kazd4 inverze musi byt tvofena dvéma sousednimi
prvky. Tedy set¥idit 2-setfidénou a 3-setiidénou posloupnost znamena projit
na jeden priichod pole A a pfipadné vyménit dva sousedni prvky. Pokud je
délka posloupnosti A rovna N, sta¢i provést N — 1 porovnani.
¢ Uvedena pozorovani miZeme aplikovat i na jednotlivé podposloupnosti
; posloupnosti A. Je-li posloupnost A 2z-setiidénd a 3z-setfidénd, pak vSechny
podposloupnosti vybrané élenem piiristkové sekvence z jsou 2-setfidéné a 3-
setfidéné. Mizeme tedy pouiit uvedenych pozorovéni a na jeden prichod
“x-geti{dit” posloupnost A pomoci N — z porovnini a pfipadnych vymeén
sousednich prvku.

Implementace Prattovy verze je velmi jednoduchd. Postupné se generuji
¢leny pririistkové sekvence tak, aby spliiovaly vy3e uvedend kriteria. Mame-li
vygenerovany ¢len piiristkové sekvence z, véechny podposloupnosti posloup-
nosti A vybrané pomoci z setfidime jednim priichodem této podposloupnosti
a piipadnym prohozenim dvou sousednich prvki. Cinnost algoritmu ilustruje
vypis 4.

Algoritmus 4 PRATTSORT
Vstup: A = A[1],..., A[N]
repeat
vypoéti dalsi ¢len priristkové sekvence x
fork:=1to N—zdo
if A[k] > Alk + z] then
SWAP(A[k],A[k + z]);
end if
end for
untilz =1
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Je mnoho zpusobi, jak postupné generovat leny z piiristkové sekvence.
Nejjednodusi metoda pouzitd v [10] a v této praci je ndsledujici. Generujeme
postupné viechna &isla tvaru 2°3° tak, aby a + b = log:(N — 1), potom
véechna &isla tvaru 2°3%, aby a + b = loga(N — 1) — 1 atd. Ziskdme postupné
posloupnost mnozin Py, Py, ..., kde P, = {z|z = 203 g+4b = logy(N —1) —1}.
Prvky mnoZiny P; generujeme takto:

1. polozime z = 2Uea:(N=1l-i 3 p, = {}
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2. P,:= P, Uz, z := 3 - opakujeme dokud z nenf liché a z < N

Aplikaci véty 3 miizeme jesté mirné modifikovat Prattovu metodu tfidéni.
V pfedchozim algoritmu se jednotlivé podposloupnosti utfidovaly soucasné.
Algoritmus postupoval tak, ze napfed porovnal a piipadné prohodil prvni
dva ¢leny prvni podposloupnosti pak prvni dva ¢éleny druhé podposloup-
nosti atd. pro vsechny podposloupnosti. Pak teprve porovnival druhy a
teti élen viech podposloupnosti atd. Algoritmus upravime tak, Ze jednotlivé
podposloupnosti budeme prochézet jednu po druhé, tj. mame-li néjaky Clen
piiriistkové sekvence x, pak jako prvni projdeme a utfidime podposloupnost
A[1], A[1+z], A[1+2z], .. .,potom podposloupnost Al2], A[2+z], A[2+22), . ..
atd. Tim lze usetfit nékolik porovnavani, protoze kdyz dojde k vyméné dvou
sousednich prvki, podle véty 3 nemiize vétsi prvek z této dvojice byt v 74dné
jiné inverzi s jinym prvkem tfidéné podposloupnosti. Tento prvek tedy uz ne-
musime porovnavat s nasledujicim prvkem a miizeme ho jednoduse preskocit.
prrava algoritmu je ukézéna ve vypisu 5.

Algoritmus 5 PRATTSORT_OPT
Vstup: A= A[1],...,A[N]
repeat
vypoéti dali élen piiristkové sekvence x
for k := 1to z — 1 do {Cyklus pfes podposloupnosti vybrané pomoci
z}
for s := k to N — z do {Cyklus pfes jednotlivé prvky podposloup-
nosti}
if A[s] > A[s + z] then
SWAP(A[s],Als + z]);
s := s + x; {Dusledek véty 3}
end if
=8+ T,
end for
end for
untilz =1

Jak je dokézano v [10], patii tato metoda k asymptoticky nejrychlejsim
metoddm tiidéni na bézi Shellsortu. Asymptoticky odhad sloZitosti této
metody je O(nlog®n), coz je pro tuto tfidu algoritmd, zaloZenych na bézi
Shellova t¥idéni velmi dobry vysledek.
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2.7 Riuzné modifikace Prattsortu

Nevyhoda Prattovy modifikace Shellsortu je znaind délka pfirustkové
sekvence pro vétsi vstupni posloupnosti. Proto jsem navrhl a experimentalné
ovéfil pouziti jinych piiristkovych sekvenci ve tvaru X°Y®. Za X a Y lze
volit libovolna kladna nesoudélnd é&isla. Vhodnou volbou &isel X aY lze
dosahnout vyrazného zkrdceni piiriistkové sekvence. Pokud v3ak pouZijeme
jin4 &isla jako zékladli mocnin nez 2 a 3, nemtizeme pouZit diive uvedenych
pozorovani a pro tiidéni jednotlivych podposloupnosti musime pouzit kla-
sicky Insertsort. V tabulce 2.4 jsou uvedeny vsechny modifikace Prattsortu,
které jsem navrhl a experimentélné prozkoumal.

|T\Iézev metody | Tvar €lenii pFiristkové sekvence

Prattsort 2,5 h; = 2°5°
Prattsort 2,7 h; = 2°7°
Prattsort 2,11 ;= 2%11°

Prattsort 3,5 h; = 3%5°
Prattsort 3,7 h; = 3°7°
Prattsort 3,11 h; = 3°11°
Prattsort 5,7 h; = 5%7°
Prattsort 5,11 h; = 5°11°
Prattsort 7,11 h; = 7°11°

Tabulka 2.4: Rizné modifikace Prattsortu
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3.1.4 Mbéfeni zavislosti jednotlivych  ukazateli
slozitosti na délce vstupni posloupnosti

Protoze slozitost néjakého algoritmu se vétSinou uvadi ve tvaru funkce ve-
likosti vstupu, méfil jsem zdvislost viech ti ukazateld slozitosti (¢asu, vymén
a porovnan{) na délce vstupni posloupnosti. Toto méfenf d4vé velice ndzornou
predstavu o pribéhu funkce uréujici slozitost algoritmu a umoziuje ziskat
piibliznou aproximaci této funkce.

Experiment jsem rozdélil na dvé &sti. V prvni &3sti jsem méfil zavislost
pro délky posloupnosti od 100 do 10 000 prvki, ve druhé &asti pro délky
ystupnich posloupnosti od 10 000 do 1 000 000 prvki. Vlastni méfent
probihalo takto: postupné se generovaly mnoZiny ndhodnych posloupnosti,
jejichz délky se postupné prodluzovaly v prvnim piipadé o 200 prvki, ve
druhém o 50 000 prvki. Pro kazdou délku posloupnosti a pro kazdou ze
zkoumanych verzi Shellsortu se vygenerovalo 10 ndhodnych posloupnosti,
které se setiidily. Mé&fil jsem, tak jako v pfedchozich experimentech as,
poéet vymén a potet porovnini. Podet méfeni byl stanoven na 10 kvili
velké éasové naroénosti tohoto experimentu (doba trvani experimentu byla
pfiblizné 24 hodin). Z naméfenych hodnot byl vypoéten aritmeticky primér.
Vétsim pottem pokusd bychom sice dosdhli vétsi pfesnosti aproximace, ale
vzhledem k tomu, Ze mi 3lo predevaim o pfiblizné srovndni zkoumanych verzi,
uvedeny pocet méfeni plné postacuje.

Priibéh experimentdlné naméfenych hodnot zachycuji nésledujici
souhrnné grafy, které jsou z praktickych divoda vzdy rozdéleny na st
odpovidajici krat§im posloupnostem (do 10 000 prvki) a na &ast odpovidajici
dlouhym posloupnostem (od 10 000 do 1 000 000 prvki).
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3.1.5 Experimentdlni odvozeni slozitosti

Jak jiz bylo zminéno, tento experiment mél za tkol stanovit tvar funkce
slozitosti véetnd konkrétnich hodnot konstant vyskytujicich se v této funkei.
Pro jejich vypocet bylo pouzito metod nelinedrni regrese. Obecné neni zndma
74dnd metoda, ktera by pro dand experimentdlni data uréila” optimdalni” tvar
funkce (tj. zda to bude napf. polynom nebo logaritmus). Tvar funkce musime
zvolit sami na zakladé urdité znalosti FeSeného problému, napiiklad podle
grafického zdznamu experimentu. Pouzitd regresni metoda pak pouze provede
prolozeni zvolené funkce experiment4lnimi daty tak, aby odchylky (resp.
soucet jejich &tvercii) naméfenych hodnot od hodnot uréenych proklddanou
funkei byl minimalni. Souget Etvercd téchto odchylek nazyvdme rezidudlni
rozptyl . Podle velikosti rezidualniho rozptylu pak usuzujeme o kvalité celé
aproximace.

V nasem piipadé jsme funkci F volili s ohledem na teoretické odhady
slozitost{, protoze jsme chtéli mimo jiné ovéfit, do jaké miry se teoreticky
vypoitend sloZitost shoduje s vysledky experimentl. Pouzitd funkce byla
tvaru F(n; A, B) = An In?n + Bnlnn, kde A,B jsou pocitané konstanty.

Pro vypotet této funkce byla pouzita data z predchoziho experimentu,
tedy dvojice (X;,Y:), kde velicina X; je délka vstupni posloupnosti a Y;
je pramér z deseti méfeni konkrétniho ukazatele sloZitosti na posloupnosti
o délce X;. Konkrétni vypocty konstant provadél program Microcal Ori-
gin 4.1, ktery pro vypocty parametrii regresni funkce pouzivd Levenberg-
Marquardtovu iteraéni metodu.

V nésledujicich tabulkach jsou shrnuty vysledky experimentu. Tabulka 3.2
obsahuje hodnoty konstant pro Cas t¥{déni, tabulka 3.3 obsahuje vysledky
pro poéet vymén prvki a konecné tabulka 3.4 obsahuje vysledky pro pocet
porovnani.
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Verze Al da | B | o5 |
Prattsort 2,5251.10~7 | 2,3295.10° | —8,6057.10~" | 3,1415.10~°
Prattsort opt | 9,3901.10~7 | 1,2716.10~% | —56,058.10~" | 1,7149.10~7
Prattsort 2,5 | 3,7898.10~7 | 2,156.107° | —7,2997.10~7 | 2,9075.10~°
Prattsort 2,7 | 2,7862.10~7 | 2,7928.10°8 3,018.1077 | 3,7664.10~"
Prattsort 2,11 | 3,6248.10~7 | 3,0935.107° | —11,485.10~" | 4,1718.10~°
Prattsort 3,6 | 2,2459.10~7 | 1,2909.10~° | —1,325.10"" | 1,7409.1078
Prattsort 3,7 | 2,2425.10~7 | 1,2924.1079 | —2,856.10~" | 1,7429.10°8
Prattsort 3,11 | 2,0387.10~7 | 8,4406.10"° | —1,8103.10" | 1,1383.10~°
Prattsort 5,7 | 1,6554.10~7 | 4,9935.10~° | —2,0214.10~" | 6,7341.10°°
Prattsort 5,11 | 1,6028.10~7 | 1,5814.107° | —0,76644.10~" | 2,1326.10~°
Prattsort 7,11 | 1,2711.10~7 | 1,0096.10~° 1,4799.10°7 | 1,3615.10%
Shellsort 20.843.10°7 | 1,9524.1077 | —300,00.10~" | 2,6121.10°°
Sedgewick 0,3168.1077 | 5,7544.10~1° 6,8640.10~7 | 7,7603.107°

Tabulka 3.2: Parametry regresni funkce F pro éas t¥idéni

| Verze Al b4 | B | ép |
Prattsort 0,09014 | 0,00103 0,42042 | 0,01388
Prattsort opt 0,09405 | 0,00152 0, 36806 | 0,02053
Prattsort 2,5 0,13630 | 0,00216 0,22813 | 0,02909
Prattsort 2,7 0,16726 | 0,00297 0,14893 | 0,03999
Prattsort 2,11 | 0,20759 | 0,00403 0,19420 | 0,05439
Prattsort 3,5 0,10844 | 0,00211 0,45685 | 0,02852
Prattsort 3,7 0, 14862 | 0,00210 0, 39587 | 0,02836
Prattsort 3,11 | 0,20004 | 0,00244 0,31249 | 0,03287
Prattsort 5,7 0, 10406 | 0,00215 0,77541 | 0,02893
Prattsort 5,11 | 0,18564 | 0,00305 0,58166 | 0,04120
Prattsort 7,11 | 0,17452 | 0,00412 0,56292 | 0,05551
Shellsort 10,79503 | 0,45931 | —112,70179 | 6,14491
Sedgewick 0,01563 | 0,00066 1,16912 | 0,00887

Tabulka 3.3: Parametry regresni funkce F pro pocet vymén

30



(3%)

NSRAL & NS g T =

g g Y

Verze A 04 B op
Prattsort 0,72122 | 0,00077 —0, 08843 | 0,01037
Prattsort opt 0,62277 | 0,00157 —0,34157 | 0,02121
Prattsort 2,5 0,63733 | 0,00225 0,25472 | 0,03036
Prattsort 2,7 0,56637 | 0,00324 0,50310 | 0,04366
Prattsort 2,11 | 0,54290 | 0,00505 0,48036 | 0,06814
Prattsort 3,5 0,42589 | 0,00247 0,57001 | 0,03330
Prattsort 3,7 0,40328 | 0,00257 0,67559 | 0,03464
gi Prattsort 3,11 | 0,41119 | 0,00209 0,57575 | 0,02820
Prattsort 5,7 0,28731 | 0,00297 0,91869 | 0,04011
Prattsort 5,11 | 0,31573 | 0,00447 1,01248 | 0,06031
Prattsort 7,11 | 0,28268 | 0,00354 0,94861 | 0,04776
Shellsort 10,80559 | 0,45962 | —111, 50408 | 6,14917
Sedgewick 0,04452 | 0,00066 1,99620 | 0,00896

Tabulka 3.4: Parametry regresni funkce F pro pocet porovnani

V tabulkdch jsou uvedeny hodnoty spoéitanych parametri A a B. Veli€iny
64 a 0p jsou spolitané chyby pro parametry A a B. Ty jsou definovany
vztahem §; = (/var(s)x2, kde i € {4, B}, var(i) je rozptyl veli¢iny 4 a x2
je rezidualni rozptyl. Podrobnéjsi tabulky parametri regresni funkce jsou
uvedeny v piiloze D.
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