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Vypocdet priemernej zloZitosti quicksortu
Julius Stroffek, MFF UK Praha, 4.roénik, Informatika

V tomto texte sa budeme zaoberat vypottom priemernej Casovej zlofitosti vzhladom na podet porov-
nani algoritmu quicksort, resp. jebo modifikicie, kde budeme vyberat pivota ako medidn troch prvkov.
UkéZeme, %e tdto modifikicia quicksortu mé sice rovnakt asymptoticki zloZitost, ale priemerny pocet
porovnani je mensi. Najskor si odvodime rekurentny vzfah na priemerny podet porovnani, zavedieme
pojmy potrebné k jeho vyriefeniu a v z4vere vyjadrime rekurentny vztah explicitne.

- Odvodenie rekurentného vztahu
Oznatme Cy priemerny po&et krokov algoritmu na vstupe velkosti N. Potom zrejme

Cn=N+1+ Z Pe - (Cke1+ Cn=i)
1<kSN

kde Py oznatuje pravdepodobnost, Ze pivot je k-tym prvkom utriedenej postupnosti.

Na n4jdenie medidnu troch prvkov treba dve porovnania a dalfich N — 1 porovnani je potrebnych na
rozdelenie postupnosti vzhladom na vybraného pivota. Suma ndm vyjadruje priemerny po&et porovnani
pri rekurzivnom volani (z definicie strednej hodnoty). Zostiva nim spoéitat Py. Ked?e kazdé trojica
je rovmako pravdepodobna4, pouZijeme priamo definiciu pravdepodobosti. Pokial mame mat k-ty prvok
v utriedenej postupnosti ako medisn troch prvkov, musime k nemu vybrat jeden mensi a jeden vacsi
prvok. Tych mensich je k — 1 a vidsich N — k, takZe hladany poet trojic je (k = 1)(N - k), vietkych

trojic je zrejme 1:;,), takZe
P = (k = 1)}(N — k)

()

Mame teda

Cn=N+1+ w(@:a +Cn-k) (1)
1<kSN ( 3

Generujiice funkcie

Definicia. Majme nekonéénii postupnost ag, a;, a3, ..., ay,. .., funkciu

00
A(2) = Zakz"
k=0

nazveme oby¢ajnou generujiicou funkciou - OGF (angl. ordinary generating function ). Vyrazom [A(z)]n
budeme oznaéovat N-ty &len ay generujiicej postupnosti. _

Pozorny &itatel si uréite uvedomil, ze OGF sa népadne podob4 na mocninni radu zo stredom v bode
0. Nds viak nebude zaujimat kde a za akych podmienok rada konverguje - t.j. jej polomer konvergencie,
ale budeme predpokladat, ze konverguje ,,vZdy ked to potrebujeme®. Overenie predpokladov konvergencie
prenechdme &itatelovi ako cvidenie.

Priklad niektorych OGF:

-




1 e
(1—_2—)2 = Nzgo(N + I)ZN (2)

1 el N + N
(I_Z)M+I=NZ:0( N /J? (3)
LN SR~ N
-z 1—z"NZ;H”z ‘ (4)

kde
pre N =0

g0
NEANSN 1k pre N>0

Veta 1. (opericie s obyéajnymi generujiicimi funkciami) Majme dve postupnosti ag,ay, ... a by, by, ...
ktoré odpovedaji dvom obyéajngm generujiicim funkcidm A(z) = Yozt a B(2) = 3 ko bkz*® potom
plati:

8) A(2) + B(z) je OGF pre radu ag + by, a1 + by, a3 + ba, ...

b) zA(z) je OGF pre radu 0,a9,a,a3,...

c) A'(z) je OGF pre radu a1,2a3,3a3,4ay, ... )

d) A(z)B(z) je OGF pre radu aobo, aoby + a0, agby + a;b; + gy

Teda [A(2)B(2)]w = 31 axbn-i

Tieto vlastnosti n4m uZ stadia na to, aby sme nadli explicitné vyjadrenie rekurentného vztahu (1).

RieSenie rekurentného vztahu

Predpokladajme, e C, = C1 = C3 = 0. Dalej nech Cw tvoria radu, ktorej generujiica funkciu oznagime
C(z). Vztah (1) upravime vynésobenim N(N — 1)(N - 2) a odstréanenim symetrie medzi k—1a N -k
v sume a dostivame:

NN = 1)(N = 2)Cx = (N + 1)N(N - 1)(N = 2) + 12 i(zv —k)(k = 1)Ch_y
. k=1

vztah dalej upravime

0o 00 N +1 o N
S ON(N-1)(N-2)Cy =24 > ( . ) +12 3 3 (N - B)(k - 1)Cy_;
N=0 N=0 N=0 k=]

VyuZijeme fakt, e C(z) je OGF postupnosti Cy a prvit sumu upravime viacndsobnym poui‘itim c)
z vety 1, druhl sumu zmenime na zakiade vlastnosti kombinaéngch ¢isel, zmenime jej priebeh a upravime
pomocou vztahu (3). Tretiu sumu upravime pomocou vztahov (2), ¢) a d) z vety 1, &m dostévame

C"(s) =7 342)5 +12 (101(32 5)

obe strany vyndsobime (1 — z)3

(1-2)°C"(2) =121 - 2)C'(2) + (TE4T)2 ©)
Definujeme si linedrny operator
¥C(z) = (1 - z)&d;C(z), @

pomocou ktorého vztah (6) prepifeme na

C (P + )T +2)C(2) = i2\IlC(z) + a 342), (8)




Na Javej strane ndm 1, 2 predstavuji linedrne operétory, ktoré nasobia funkciu prisluinym é&islom, ope-
ricia + je operacia s linedrnymi oper4tormi a opericia nasobenia je aplikicia linedrncho operatoru na
funkciu, ktor4 je uzatvorkovans zprava, prip. skladanie operatorov, pokial by sme ju povaZovali za opera-
ciu medzi operdtormi. Tieto operacie st asociativne (operécia + je naviac komutativna) a distributivne.
Overenie prenechdme &itatelovi za cvidenie. Na zdklade tychto vlastnosti méZeme vztah (8) dalej upravif

24

(T3 +392 + 2%)C(z) = 129C(z) + W
24

(1-2)?
24

(1-2)?

(U3 +39% - 109)C(2) =

L(¥ +5)(¥ ~ 2)C(z) =

Pololozme dalej
coietme &l U(z) = (¥ + 5)(¥ - 2)C(2)

. T(z) = (¥ - 2)C(2)
Tym dostivame siistavu oby&ajnych diferrencidlnych rovnic
24
vU (z) = ‘(1—_7);:

(Y +5)T(z) = U(z)
(¥ -2)C(2) =T(2)

Po Gprave mime

s 2
O Ty
.T'(z)=—5%z%+(1—U£%
c"(z)=2lc—f‘%+f'—£’—l

Z podmienok Cy = C) = C; =0, z bodu c) vety 1 a faktu, ze C(z) = Y N=1 Cnz" dostaneme podmienky
pre rieenie siistavy U(0) = T'(0) = C(0) = 0. Rie3enie prvej rovnice ziskame priamym integrovanim. Po
dosadeni vysledku do druhej rovnice spoitame T(z) a analogicky C(z) a dostaneme vysledky

U(z)=(T%F—12

12 1 12 4. ‘
T(z) = Ta=27 3 + 35(1 z)
12 1 1 54 1 6 24 5
C(Z)—_’I—(l—z)’ I—Z—E(l—z)3+§—_24_5(1—z)
Maéme teda
= 12 1 1 54 1 6 24
M= = - I _ 4%\
IvZﬂCNZ -—C(z)_ 7 (1_2)2 1-2 49(1_2)2 + 5 245(1 z)

Pomocou vety 1 a vztahov (2) a (4) dostaneme koeficienty Cn

. 23
Cr = (N +1)(Huas - 2) meN26
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